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Zakltad o przelot, czyli matematyka finansowa
i bilety tanich linii lotniczych

Streszczenie. Rynki instrumentéw pochodnych naleza obecnie do jednych z najciekaw-
szych obszaréw badan w matematyce finansowej. Sa tez obszarem, gdzie spotykaja sie
teoria i praktyka, tak wazne w rzetelnie uprawianej matematyce stosowanej. Zachodzi
tam ozywiona wymiana idei pomiedzy matematykami a ekonomistami, cho¢ de facto ma
ona charakter bardziej interdyscyplinarny, angazujac np. informatykéw i fizykow. Row-
nolegle dynamiczny rozwdj rynkéw i pojawianie si¢ coraz szerszej gamy instrumentéw
pochodnych pozwalaja na wlaczanie do tego zbioru coraz to nowych obiektéw.

W naszej pracy pokazujemy, ze skoro zakladaé sie mozna ,,0 wszystko”, a instrumenty po-
chodne sa rodzajem gietdowego zaktadu, to bilety tanich linii lotniczych mozna opisaé jako
specyficzne opcje. Uwzgledniajac rzeczywiste warunki rynkowe i ograniczenia narzucone
w regulaminach tanich przewoznikéw, przedstawimy alternatywny dla juz istniejacych
sposéb podejscia do wyceny takich instrumentéw oraz metody konstrukeji i optymalizacji
portfela ztozonego z biletéw, ktéry moze mieé zastosowanie zaréwno do celow spekulacyj-
nych, jak i korporacyjnych.

Stowa kluczowe: matematyka finansowa, rynek instrumentéw pochodnych, analiza sys-
temowa, tanie linie lotnicze

Wstep. ,Gra wygleda tak: grupa ludzi, najmniej dwie, a najwiecej dzie-
sieé, siada w kolo. Kazdy gracz przyciska do piersi banknot dolarowy. (...)
Kazdy gracz stara sie oszukaé innych co do seryjnego numeru banknotu trzy-
manego w reku. Jeden gracz zaczyna rozgrywke, mowigc na przyklad ,trzy
szostki”. Znaczy to, ze seryjne numery wszystkich trzymanych przez graczy
banknotow, wlgcznie z jego banknotem, zawierajg co najmniej trzy szostki.
... Nastepny gracz (...) ma do wyboru dwie mozliwosci. Moze zalicytowaé
wyzej (trzy siodemki, 6semki, dziewigtki) lub wiekszq liczbe jakichkolwiek cyfr
[-..]. Moze tez ,wyzwaé” — powiedzie¢ co$§ w rodzaju ,sprawdzam”. Licyta-
cje odbywa sie do chwili, gdy wszyscy gracze zgodzg sie sprawdzaé odzywke
jednego z nich.” — ,Poker klamcéw. ...” Michael Lewis [1].

Powyzszy fragment opisuje gre — ,pokera ktamcow” — w ktéra grywali
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miedzy sobg traderzy(!) w banku inwestycyjnym Salomon Brothers, jed-
nym z duzych i dobrze prosperujacych bankéw inwestycyjnych dziatajacych
w drugiej potowie XX wieku na Wall Street. Jak dodaje niedlugo po tym
fragmencie autor: ” Dla dobrego gracza matematyczna strona rozgrywki nie
przedstawia trudno$ci’ (zwlaszcza, ze ,, Wiekszo$¢ z nich byla doktorami ma-
tematyki, ekonomii lub fizyki”), jednak to wlasnie element ludzki — mozliwosé
blefu — nadawal grze naprawde interesujacy i skomplikowany wymiar. Mi-
chael Lewis pisze dodatkowo: ,,Gra zawiera w sobie pewien element gry na
gieldzie (...) Pytania, jakie zadaje sobie grajocy w ,pokera klamcow”, sq
takie same, jak te, ktore zadaje sobie trader. Czy warto podjecé ryzyko? Czy
mam szanse? Na ile przebiegly jest madj przeciwnik? Czy wie co robi, a jesli
nie, jak wykorzystac jego niewiedze? (...) Kazdy gracz szuka stabych punk-
tow, przewidywalnych elementow i schematow w odzywkach innych graczy,
jednoczesnie starajgc sie nie ujawniaé swoich” [1]. Owa gra stanowila dobry
przyktad na to jak majac zyltke tradera, zaklada¢ mozna sie dostownie ,0
wszystko”.

Na rynkach finansowych takim odpowiednikiem zaktadéw sa instrumenty
pochodne (inaczej zwane derywatami), ich cena uzalezniona jest od ceny
innego instrumentu, zwanego bazowym lub podstawowym. Natomiast wy-
plata, jaka otrzymuje posiadacz takiego typu kontraktu, zalezy &cisle od
ceny instrumentu bazowego oraz warunkow ustalonych w momencie zawie-
rania umowy. Jednym z takich warunkéw jest cena wykonania, ktéra méowi
po jakiej cenie chcemy kupié lub sprzeda¢ instrument bazowy w okreslonym
momencie czasu w przysztosci. Te cene mozemy potraktowaé intuicyjnie jako
przedmiot zaktadu. Tego typu kontrakty stuza, przynajmniej w teorii, do za-
bezpieczenia inwestora przed niekorzystnymi dla niego efektami wahan cen
instrumentéw bazowych. Do tych ostatnich naleza towary, akcje, kursy wa-
lut, wartos¢ stopy procentowej, indeksy gietldowe badz inne specjalistyczne
indeksy. Jak widaé, instrumenty pochodne zwiazane sa w wiekszosci ze zja-
wiskami i obiektami finansowymi, ewentualnie ekonomicznymi, okazuje sie
jednak, ze na tym lista potencjalnych instrumentéw bazowych sie nie kon-
czy — kolejne derywaty powstawaly np. z wykorzystaniem wiedzy o pogodzie
i katastrofach naturalnych. Na instrumenty te mozna patrze¢ jako na sposéb
transferu ryzyka ubezpieczeniowego na rynek kapitatowy.

Waznym impulsem do powstawania instrumentéw pochodnych na kata-
strofy byl huragan Andrew w USA w 1992 roku. Wtedy to, w wyniku duzych
strat spowodowanych przez huragan, wzrdst popyt na ubezpieczenia, ktérych
ceny zaczely rosnaé. W efekcie inwestorzy mogli po raz pierwszy przyjmowac

(1) Mianem tym w amerykanskich i brytyjskich bankach inwestycyjnych okresla sie
pracownikéw odpowiedzialnych za wykonywanie transakcji. Najblizszym polskim odpo-
wiednikiem tradera jest makler.
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ryzyko zwigzane z konkretnym wydarzeniem w formie inwestycji w papiery
warto$ciowe towarzystwa ubezpieczeniowego [2].

Pomyst kolejnych ,niefinansowych” instrumentéw pochodnych mozna by
podsumowaé stlowami Benjamina Franklina: ,Nic na tym Swiecie nie jest
pewne. .. oprocz $mierct i podatkow”. Nowe derywaty maja pomoc oszacowaé
ryzyko zwiazane z ,ryzykiem dlugowiecznosci” (dotyczy to liczby zgondéw
i stopy $mierci). W 2006 roku po raz pierwszy sprzedano inwestorom ,,0bli-
gacje umieralnosci” (okreslaja one ryzyko zwiazane z gwaltownym wzrostem
stopy zgonéw) o wartosci niemal 1 miliarda euro. A kolejnym — do$é natu-
ralnym — klientem wydaja sie by¢ towarzystwa emerytalne [3].

W naszym artykule, pokazemy, ze bilet taniej linii lotniczej mozna po-
traktowaé jak instrument pochodny — a dokladnie opcje. Przedstawimy
takze alternatywny do powszechnie stosowanych model wyceny instrumen-
tow tego typu. Plan artykulu jest nastepujacy: kolejno przypomnimy defi-
nicje i kilka faktéw dotyczacych instrumentéw pochodnych, w szczegdlnosci
opcji, nastepnie wyttumaczymy, dlaczego bilety tanich linii lotniczych mozna
potraktowaé jako kontrakty opcyjnie, a ostatni fragment tekstu poswiecimy
opisowi modelu matematycznego badanego instrumentu i rozwazaniu na te-
mat konstrukcji i optymalizacji portfela biletéw tanich linii. W Dodatku A
Czytelnik bedzie mégt znalezé podsumowanie informacji na temat dziatania
tanich linii lotniczych.

1. Opcje i inne instrumenty pochodne. Na poczatek podamy pod-
stawowe informacje na temat instrumentéw pochodnych i opcji, wykorzy-
stujac terminologie i notacje z prac Rutkowskiego [4] oraz Werona [5].

1.1. Instrumenty pochodne. Instrument pochodny (inaczej derywat)
jest umowa zobowiazujaca obie strony do zawarcia transakcji na wczeéniej
okreslonych warunkach. Nabywca (zajmujacy tzw. pozycje dluga) zobowia-
zuje sie zaplaci¢ ustalona cene za dostarczony przedmiot kontraktu, nato-
miast sprzedajacy (zajmujacy tzw. pozycje krotka) ma dostarczyé przedmiot
kontraktu w uméwionym terminie. Przedmiot kontraktu nazywany jest in-
strumentem bazowym lub podstawowym. Instrumenty pochodne stanowia
bogatg grupe instrumentéw finansowych, jednak najczeSciej omawianymi
typami sa kontrakty forward, futures, swap i opcje(?). Zanim przejdziemy
do bardziej szczegdtowego opisu opcji, hastowo przedstawimy trzy pierwsze
typy kontraktéw.

Kontrakty forward sa kontraktami niestandaryzowanymi, dlatego handel
nimi odbywa sie na rynku pozagietdowym. Jedna ze stron zobowiazuje sie do
dostarczenia danego dnia okreslonego towaru lub aktywa, natomiast druga
— do nabycia go po cenie okreélonej w momencie zawarcia umowy. Czesto

(%) Ang. option.
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zamiast fizycznego dostarczenia przedmiotu transakcji ma miejsce jedynie
odpowiednie rozliczenie gotéwkowe.

Kontrakty futures w sensie funkcjonalnosci przypominaja kontrakty for-
ward. Jednakze sg one instrumentami wystandaryzowanymi, zatem warto$é
kontraktu wyznaczana jest na rynku, a kazda ze stron kontraktu ma mozli-
wo$¢ zamkniecia go przed terminem wygasniecia w dowolnej chwili poprzez
zajecie pozycji przeciwne;j.

Kontrakt swap (wymiany) zobowiazuje obie strony umowy do wymiany
przeplywoéw pienieznych w okre$lonych przedziatach czasu. W zaleznosci od
typu umowy strony placa ,raty” wedtug stopy stalej lub zmiennej ewentu-
alnie w réznych walutach.

1.2. Opcje. Po nieformalnym zaprezentowaniu kilku rodzajéw instru-
mentéw pochodnych przechodzimy do szczegdtowego opisu tego, ktory inte-
resuje nas najbardziej — opcji.

DEFINICJA 1.2.1. Kontrakt opcyjny (opcja) jest umowa, na podstawie
ktorej jedna strona (posiadacz opcji) ma prawo do zrealizowania opisanej
umowa transakcji albo otrzymania okreslonej wyplaty, a druga (wystawca
opcji) zobowiazuje si¢ by¢ strona transakcji lub wyplaci¢ wyznaczona kwote.

Jak widaé¢ opcja nie jest instrumentem ”symetrycznym” — tzn. zajmu-
jacy pozycje dtuga bedzie realizowal umowe tylko wtedy, kiedy bedzie to dla
niego korzystne (wiec nie straci), natomiast strona umowy zajmujaca pozy-
cje krotka ma obowiazek ja wykonaé, jesli druga strona tego chce (zatem nie
zyska). Z tego powodu wystawca otrzymuje od nabywcy tzw. premie, ktéra
ma zrekompensowaé asymetrie. Kontrakt opcyjny okresla wyraznie: termin
wygasniecia opcji T', termin lub terminy, w ktérych opcja moze by¢ reali-
zowana, rodzaj opcji — w tym formute wyliczania premii — oraz instrument
bazowy. Ten ostatni parametr jest obiektem, o ktorego cene ,zakladaja sie”
strony, a punktem odniesienia jest cena wykonania — cena, po jakiej wy-
stawca opcji jest zobowiazany sprzedaé¢ lub kupié¢ (w zaleznosci od rodzaju
opcji) instrument bazowy. W zaleznoéci od tego, o jaki instrument bazowy
chodzi, dzielimy (podajemy tu najbardziej tradycyjne przyktady) opcje na:
akcje, indeksy gietdowe, waluty, obligacje, kontrakty futures, stopy procen-
towe, kontrakty IRS (kontrakty wymiany na stope procentowa).

Termin badz terminy mozliwej realizacji opcji narzucaja kolejny podziat:

e opcje europejskie (realizacja kontraktu moze nastapi¢ tylko w terminie
wygasniecia opcji);
e opcje amerykanskie (mozna wykonaé opcje w dowolnym terminie az do

i wlacznie z dniem wygasniecia);

e opcje bermudzkie (maja okreslone kilka momentéw w okresie do wyga-
$niecia opcji, w ktérych mozna je wykonacé).
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Kolejne rozréznienia dotycza miedzy innymi sposobéw obliczania wy-
ptaty z opcji lub warunkéw, jakie moga aktywowac lub blokowaé wykonanie
opcji. Klasyfikacja tego rodzaju jest bardzo bogata, my pozwolimy sobie
podaé jedynie charakterystyki konieczne do zrozumienia tego artykutu.

DEFINICJA 1.2.2. Opcje waniliowe (ang. plain vanilla options) sa to kon-
trakty, w ktérych przedmiotem umowy jest kupno/sprzedaz (odpowiednio
jest to opcja kupna — ang. call/opcja sprzedazy — ang. put) danego instru-
mentu bazowego po okreslonej cenie wykonania K.

Przy tak opisanych warunkach w dowolnej chwili ¢ warto$¢ opcji dla
posiadacza wynosi odpowiednio: dla opcji kupna — max(S; — K, 0), dla opcji
sprzedazy — max(K — S, 0), gdzie S; jest cena aktywa w chwili ¢. Profile
wyplat nabywcy opcji kupna i sprzedazy przedstawiajg wykresy 1.1.ai1.1.b.

A A

Strata/ Strata/
Zysk Zysk

K
./ S, \ S,

v

a) b)
K — cena wykonania
S, — cena instrumentu bazowego

Wykres 1.1. Profile wyplaty nabywcy w opcji kupna (a) i sprzedazy (b).

DEFINICIA 1.2.3. W zaleznosci od relacji ceny opcji Sy i ceny wykonania
K rozréznia sie trzy sytuacje. Opcja jest:

e w cenie (ang. in the money), gdy oplaca si¢ ja wykonaé, czyli dla opcji
kupna S; > K (dla opcji sprzedazy nieréwnos¢ jest przeciwna),

e po cenie (ang. at the money), gdy cena wykonania jest réwna cenie in-
strumentu bazowego,

e nie w cenie (ang. out of the money), gdy nie oplaca sie jej wykonaé, czyli
dla opcji kupna S; < K (nieréwnos¢ jest odwrotna dla opcji sprzedazy).

UWAGA 1.2.4. Im dtuzszy czas do terminu wygasniecia, tym wieksza jest
wartos¢ zarowno opcji kupna, jak i opcji sprzedazy. Ttumaczy sie to zwykle
tym, ze im wiecej czasu pozostato do terminu wygasniecia opcji, tym wiecej
moze sie jeszcze zmienié, a poniewaz wypltata z opcji jest ograniczona z dotu
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przez 0, beda to zmiany na lepsze. Wykres 1.2. przedstawia zaleznosé ceny
opcji od czasu.

A

Cena Cena opcji
opcji

[21]

Czas czas
wygasnigcia
opcji

Wykres 1.2. Zalezno$¢ ceny opcji od czasu

1.3. Modele wyceny opcji. Modeli wyceny opcji jest wiele, co najmniej
tyle, ile teorii probujacych opisa¢ dynamike cen instrumentéw bazowych. Na
przyktad mozna je podzieli¢ na dwa rodzaje w zaleznosci od tego, czy prowa-
dzone sa rozwazania dla przypadku dyskretnego czy ciagltego. Za Weronem
[5] podamy ponizsze dwa typy wraz z krétka charakterystyka.

Pierwszy typ to model dyskretny - drzewa dwumianowe. W tym dosé
wyidealizowanym przypadku zakladamy, ze instrument bazowy w nastep-
nym rozwazanym momencie moze osiagna¢ jeden z dwoch stanéw: spasé lub
wzrosnacé osiagajac okreslona cene. Graficznie ten model przedstawiany jest
na drzewie dwumianowym (ang. binomial tree), w ktorym wierzchotki okre-
$laja ceny w kolejnych momentach czasu, a polaczenia miedzy nimi poka-
zuja kierunek ruchu cen i maja zwykle okreslone prawdopodobienstwo. Cene
opcji wyznaczamy, liczac warto$é¢ oczekiwana przysztych mozliwych wyptat
z instrumentu bazowego z odpowiednim uwzglednieniem zmiany wartosci
pieniadza w czasie (patrz wykres 1.3.).

Jako drugi model zaprezentujemy najczedciej stosowany i uznawany za
fundamentalny wzor Blacka-Scholesa, ktéry zaklada istnienie cigglej prze-
strzeni stanow. Ponizej opiszemy podstawowa jego wersje - dla europejskiej
opcji kupna, z ktérej mozliwe jest wyprowadzenie wzoréw dla bardziej skom-
plikowanych typéw opcji. W modelu Blacka-Scholesa zaklada sie, ze cena
instrumentu bazowego S (zwykle akcji nie ptacacej dywidendy) spelnia row-
nanie:

(19) dSt = TStdt + O'Stth
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D>

— cena instrumentu bazowego w chwili 0,

s 8¢ — ceny instrumentu bazowego w chwili 1,

P> P>

gdy (odpowiednio) cena wzrosnie, spadnie,
— prawdopodobienstwa ruchu ceny
(odpowiednio) w gore i w dot,

S.", Sz"d, Szdd — ceny instrumentu bazowego w chwili 2

w zaleZnos’gi od scenariusza

q,> 9,9 — odpowiednie prawdopodobienstwa zdarzen losowych

Wykres 1.3. Drzewo dwumianowe dwuokresowe

Dla ceny funkcji wyptaty postaci

(1.10)

Cr = max(Sy — K,0)

zachodzi nastepujacy wzor na cene Cy opcji w chwili 0 <t < T

(1.11)
gdzie
(1.12)

oraz

(1.13)

Cy =08, -N(di(Sp, T —t)) — K - e " T . N(dy(Sy, T — t)),

In(S,/K) + (r + 5)(T = t)
ovT —t

dl(St,T - t) —

dQ(StaT_t) :dl(staT_t)_UVT_tv

gdzie o nazywamy zmiennoscig implikowana (jest parametrem wyznacza-
nym zwykle na podstawie danych empirycznych), r jest bezryzykowna stopa
procentowa, N(-) jest dystrybuanta rozkladu normalnego N(0,1), a W to
proces Wienera.
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2. Opcja na lot. Wycena biletéw lotniczych jest jednym z najbar-
dziej popularnych przyktadéw stosowania tzw. dyskryminacji cenowej, czyli
wyznaczania réznej ceny dla réznych konsumentéw za to samo dobro czy
ustuge. Jak komentuje w swojej pracy A. Odlyzko [11], w przypadku zwy-
ktych linii lotniczych przydatnym narzedziem jest podzial na klasy (podob-
nie do systemu stosowanego wczeséniej dla kolei). Dziata tu pewien efekt
psychologiczny: ci, ktérych sta¢ na zaplacenie za bilet wyzszej klasy, maja
baé sie podrézy w gorszych warunkach i zdecydowaé sie na drozszy bilet.
Taka polityka sprawia, ze dyskryminacja cenowa jest akceptowana przez pa-
sazerow. W tanich liniach nie obowigzuje podzial na klasy, tak wiec réznice
ceny odnotowujemy tylko w funkcji czasu.

Doktadna analiza regulaminéw linii lotniczych i ich modeli biznesowych
(z ktéra dokladniej zapoznaé sie mozna w Dodatku A) pozwala zrozumieé,
dlaczego bilety tzw. ‘tanich przewoznikéw* sa czesto tansze niz bilety prze-
woznikéow tradycyjnych. Natomiast zaréwno z przyjetego przez tanie linie
lotnicze modelu sprzedazy biletow jak i z obserwacji empirycznych wynika,
ze wraz ze zblizaniem sie¢ do chwili wylotu, cena biletu rosnie. Fakt ten bedzie
mial istotne implikacje dla modelu wyceny.

Po przytoczeniu najwazniejszych informacji dotyczacych funkcjonowa-
nia tanich linii, postaramy sie wyjasni¢, dlaczego bilet lotniczy tanich linii
moze staé sie powodem zainteresowania matematyki finansowej. Warto do-
daé, ze zaprezentowany ponizej model moze mie¢ znacznie szersze zastoso-
wanie w systemie transportowym. Bedzie to miato miejsce w sytuacji, kiedy
przewozy danym srodkiem komunikacji sa w rekach prywatnych i konkuruja-
cych ze soba operatoréw, a na rynku nie ma nadmiernych regulacji. Dobrym
przyktadem moga by¢ tutaj brytyjskie koleje, gdzie, w odréznieniu od wa-
runkéw polskich, ceny biletow zmieniaja sie w czasie w podobny sposob, jak
w tanich liniach lotniczych.

2.1. Bilet jako kontrakt opcyjny na nowym rynku. W najbardziej stan-
dardowym podejsciu bilet linii lotniczej ma by¢ gwarancja (z dokladnoscia
do wypadkéw losowych) odbycia podrézy w wybranym terminie i kierunku,
czyli méwiac potocznie ‘przelecenia sie’. Dodatkowo, regulaminy przewoz-
nikéw dopuszczaja czesto mozliwos¢é zwrotu lub zmiany niektorych para-
metréw(3) biletu. Zatem fakt wykupienia biletu lotniczego nie jest kontrak-
tem wiazacym definitywnie nabywce z linia, daje jedynie temu pierwszemu
mozliwo$¢ skorzystania z ushugi, za ktérg zaptacono — jednak nie oznacza
przymusu takiego dzialania. Pojawia sie zatem znana nam juz asymetria
zobowiazan miedzy stronami umowy, co w potaczeniu z mozliwoscia zmiany
nazwiska pasazera na bilecie powoduje, ze mozemy potraktowac bilet linii
lotniczej jako opcje europejska na wybrany lot — ten ostatni stanowié¢ wiec

(3) Np. nazwiska podrézujgcego pasazera.
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bedzie instrument bazowy dla tak pojmowanego derywatu.

Jak na nowy i analizowany, jak na razie, jedynie teoretycznie instrument
przystalo, nie ma obecnie rozwinietego rynku wtoérnego na bilety lotnicze
tanich linii. Jednak widaé¢ juz jego poczatki. W Polsce najlepszym przy-
ktadem jest serwis Allegro.pl, gdzie mozna obecnie znalezé bilety lotnicze,
niekoniecznie jednak sprzedawane w ramach modelu spekulacyjnego. Warto
dodac¢, ze tak badany rynek przelotéw tanimi liniami rozwija sie bardzo dy-
namicznie: (na podstawie artykulu Kuzmicza [6]) w pierwszym kwartale tego
roku na polskich lotniskach odprawito sie ponad 3,63 mln pasazeréw, czyli
az 0 32% wigcej niz w tym samym czasie w ubieglym roku. Jest to znaczaca
dynamika wzrostu, zwlaszcza, ze ta czes¢ roku nie nalezy do najbardziej
popularnych, jesli chodzi o loty.

2.2. Uwagi do konstrukcji modelu. Zanim przejdziemy do modelu ma-
tematycznego, chcemy w tej sekcji poswieci¢ troche miejsca na wyjasnienie
zalozen i celow, jakie przyjeliSmy.

Jak pisaliémy juz we wprowadzeniu, zauwazalny jest dynamiczny roz-
wdéj instrumentéw pochodnych, a takze wzrost ich ztozonosci oraz powig-
zan miedzy nimi. To wszystko sprawia, ze nawet najlepsi specjalisci pra-
cujacy dla najpotezniejszych instytucji przestali dobrze rozumie¢ zachowa-
nie wielu z nich. Przyczyny tego mozna $wietnie zrozumie¢ analizujac hi-
storie rynkéw finansowych przedstawiong w ksigzce Gregory’ego Millmana
»Czas spekulacji...” [7]. Autor przytacza przyklad traderéw z wspomina-
nego juz Salomon Brothers, ktérzy w 1985 roku, gdy wypuszczono pierwsze
opcje na obligacje dtuzne skarbu panstwa, uznali, ze skoro maja juz mo-
dele do handlowania opcjami na opcje na obligacje, wiedza jak skutecznie
zarabia¢. | rzeczywidcie przez jakis$ czas zyski z przeprowadzanych transak-
cji byly nawet wicksze niz pierwotnie przewidywano, jednak nieoczekiwany
ruch Rezerwy Federalnej pokrzyzowal plany traderéw. Jeden z czotowych
ludzi zajmujacych sie tymi transakcjami w Salomon Brothers w tamtym
okresie, Lawrence E. Hilbrand skomentowal te do$¢ kosztowna wpadke na-
stepujaco: ,,Stwierdzilismy, Ze naszym modelom czegos brakuje. Zdalismy
sobie sprawe, ze miektore z zalozen, ktore stosowaliémy, po prostu nie od-
powtadajq rzeczywistosci’ . Podobne klopoty, lecz o znacznie powazniejszych
konsekwencjach, spotkaly fundusz LTCM (ang. Long Term Capital Mana-
gement), ktérego wspoélzatozycielami byli Robert Merton i Myron Scholes
— tworcy znanych modeli dotyczacych wyceny, za ktére otrzymali nagrode
Nobla z dziedziny ekonomii. Mimo poczatkowych sukcesow w praktycznym
wykorzystaniu modeli matematycznych, fundusz ostatecznie upadt w 1998
roku. Upadek LTCM byt na tyle powaznym zagrozeniem dla ptynnosci sek-
tora bankowego, ze zaistniala koniecznosé¢ interwencji Rezerwy Federalnej.
Jako jedna z przyczyn porazki uznano problem tzw. ‘dtugiego ogona’, kiedy
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to bardzo malo prawdopodobne zdarzenie (nie uwzgledniane zwykle w mo-
delu) ma jednak miejsce, a jego konsekwencje sa decydujace dla danej sy-
tuacji. Czes¢ probleméw LTCM wynikla ze stosowania modeli, ktérych fun-
damentalne zalozenia réznia si¢ od warunkéw $wiata realnego(*). Niektorzy
uwazaja, ze waznym przyktadem braku dostosowania modelu do rzeczywi-
stosci jest przedstawiony powyzej ciagly model Blacka-Scholesa stosowany
dla wyceny opcji, kiedy na rynku notowania cen instrumentéw sa jak najbar-
dziej dyskretne. Dodatkowo wéréd badaczy i praktykéw rynku pojawiajg sie
glosy, ze kolejne zatozenia modelu nagrodzonego w 1972 roku nagroda No-
bla, takie jak mozliwos¢é nieograniczonej krotkiej sprzedazy czy pozyczania
pieniedzy po stalej stopie procentowej, pozwalaja okresli¢ te metode wyceny
jako piekna konstrukcje teoretyczna, ktoéra coraz mniej przystaje do rzeczy-
wistosci [8]. Dlatego tez kierujac si¢ uwagami Karasinskiego [9] na temat
konstruowania dobrych modeli postaramy sie, by konstruowany model jak
najlepiej uwzglednial rzeczywiste warunki rynkowe, a takze byl mozliwy do
zaimplementowania. Dodatkowo zwracamy uwage na fakt, ze przedstawiony
model wyceny nie bedzie interpretacja istniejacych i uzywanych modeli (w
tym modelu Blacka-Scholesa), lecz reprezentuje zupelnie odmienne podejscie
do problemu.

Podsumowujac te cze$¢ rozwazan, warto wspomnieé, ze wycena, instru-
mentéw finansowych, zwtaszcza nowych, dla ktérych rynek nie jest uregulo-
wany, a uwarunkowania sg dopiero badane, nie powinno mieé¢ statusu ,nauki
Scistej”. Dodatkowym utrudnieniem dla opisywania dopiero rozwijajacych
sie rynkéw finansowych jest fakt, ze mimo zalozen teoretycznych, rynki nie
zachowujg sie racjonalnie. Jak pisze Stephen Ross w odniesieniu do neokla-
sycznych finanséw behawioralnych [10]: ,people aren’t rational’ oraz ,data
doesn’t fit the established orthodox views”, dlatego ,,prices are determined by
‘everyman’ not by ‘economan’” .

3. Matematyczny model biletu jako opcji. Przedstawiliémy juz in-
tuicje, jakie stoja za przeprowadzonymi przez nas rozwazaniami. Czas zatem
na opisanie modelem matematycznym interesujacego nas instrumentu. Za-
czniemy od wersji najprostszej dla posiadacza biletu, by stopniowo, uwzgled-
niajac kolejne elementy regulaminu, przej$¢ do wersji coraz bardziej skom-
plikowanych, okreslajacych zyski ze sprzedazy opcji biletowej dla obu stron
transakcji.

(4) W tym kontekscie warto przypomnieé¢ stynny komentarz Johna Maynarda Key-
nesa dotyczacy korzystania przez inwestoréw z hipotezy racjonalnego rynku, ktéry zawsze
dazy do réwnowagi — ,, The market can stay irrational longer than you can stay solvent”.
Doktadny oddajacy wszelkie niuanse znaczeniowe przektad tego zdania nie jest prosty, jed-
nak dobrym przyblizeniem wydaje si¢ ‘rynek moze zachowywaé sie nieracjonalnie dtuzej
niz inwestor pozostaje wyplacalny’.
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3.1. Zalety wczesnego zakupu biletu. Jak juz pisaliSmy, cena biletu u
przewoznika roénie wraz z czasem i im blizej do chwili wylotu, tym wie-
cej musimy zapltaci¢ za bilet — na wykresie 3.1. przedstawiliSmy, jak cena
ta zmienia sie w czasie. Z przykladowymi cenami biletéw i ich zmianami
w czasie czytelnik moze sie zapoznaé¢ w Dodatku B.

|
A I
cena —
[zt] i i
!
|
i
bl
. EEE
cena biletu S
[
.' l BREE
I - - - - I
: I (I
! ! | R
! ! ! TRE
— ! ! I
| | | 1 - L >
t T czas [h]

--—t, —chwile, w ktorych nastgpuje zmiana ceny
--— T —chwila wylotu

Wykres 3.1. Zmiana ceny biletu w czasie.

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, zwrdéémy uwage na fakt, ze
linie podaja ceny biletéw w sposéb dyskretny, zgodnie ze skokowym algo-
rytmem wyznaczania cen. Na rynku wtérnym mozemy natomiast aprok-
symowaé ceny biletow w sposéb ciagly i dlatego wprowadzona funkcja S
okreslajaca maksymalna mozliwa cene biletu na rynku wtérnym bedzie za-
leze¢ od t w sposéb ciagly. Dodajmy jeszcze, ze czas trwania poszczegdl-
nych inwestycji jest stosunkowo krotki, wiec dla uproszczenia rozwazan nie
uwzgledniamy w modelu zmiany wartosci pieniadza w czasie.

DEFINICJA 3.1.1. Wprowadzmy funkcje S(t), ktéra bedzie okresla¢ mak-
symalng mozliwa cene biletu na rynku wtérnym w zaleznosci od czasu
t e [t(), T]

UWAGA 3.1.2. Tak zdefiniowana S jest (zwykle) rosnaca funkcja zmienne;
t. Istnieje niewielki i skoficzony zbior sytuacji, kiedy S moze nie by¢ funkcja
rosnaca. Jednak bez wiekszej szkody w dalszych rozwazaniach pominiemy te
zdegenerowane przypadki i bedziemy przyjmowac, ze S jest funkcja rosnaca.
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WNIOSEK 3.1.3. Zysk pasazera, ktory kupil bilet w chwili t wynosi
(3.1) II(t) = S(T) — S(¢).
WNIOSEK 3.1.4. W przypadku konkretnego lotu (kiedy T jest ustalone)

zysk pasazera zmniejsza sie wraz ze zblizajgcym sie terminem wylotu — II(t)
jest funkcjg malejgcq ze wzgledu na zmienng t.

UWwAGA 3.1.5. Traktujac cene biletu w chwili wylotu jako cene wykonania
opcji, mozemy zauwazy¢, ze opcja biletowa (call) jest zawsze w pozycji at
the money (czyli S(t) < S(T)).

WNIOSEK 3.1.7. Na rynku istnieje mozliwosé arbitrazu (czyli uzyskania
zysku bez ryzyka).

Opisany powyzej model ilustruje wykres 3.2.

cena [zt] ¢4
t 1 T czas [h]
t — chwila pierwszej dostepnej ceny biletu
- ——t  —czas zakupu biletu
-—-—=T —chwila wylotu

— S(t) — funkcja ceny biletu w zalezno$ci od czasu
Wykres 3.2. Wzrost ceny biletu.

3.2. Wielko$¢ zysku z tytulu wczesnego zakupu

UWAGA 3.2.1. Pasazer korzysta z instrumentu bazowego (lotu) w chwili
T, jednak w tym momencie cena biletu nie jest okreslona — nie znamy ceny
spot. Zwykle ostatnia wycena podana jest okoto kilka godzin przed wylotem,
chwile te okreslimy jako tj.
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UWAGA 3.2.2. Zatem funkcja S okre$lona jest dla t € [to,tx], gdzie
tr <T.

WNIOSEK 3.2.3. Chcgc mdc doktadnie wyznaczyé zysk pasazera mozemy
jedynie wzigc
(3.2) I = S(tx) — S(t1),

gdzie ty jest $cisle zalezne od T
Sytuacje te mozemy zaobserwowaé na wykresie 3.3.

cena [zt] %4
I
I
I
B
(|
b
(|
L
(|
I
I I
| ! >
ty t t, T czas [h]
t — chwila pierwszej dostgpnej ceny biletu
———t,  —czas zakupu biletu

———t, —ostatnia dostepna cena biletu

—-—- T —chwila wylotu
= S5 (¢) —funkcja ceny biletu w zaleznosci od czasu

Wykres 3.3. Uwzglednienie ostatniej wyceny.

3.3. Odsprzedaz biletu. Dwie poprzednie sekcje opisywaly sytuacje poje-
dynczego podrézujacego, ktéoremu zdecydowanie optaca sie kupié bilet jak
najwczesniej. Teraz zajmiemy sie modelem odsprzedania biletu, w praktyce
realizowanym przez dopuszczalna regulaminem zmiane nazwiska na bilecie.
Rozwazymy zatem warunki brzegowe dla tzw. ,pozycji dtugiej” dla opcji
biletowej.

Uwaca 3.3.1. W przypadku, gdy rozwazamy sprzedaz danego biletu
lotniczego, pojawia sie kwestia wykonalnosci tej operacji, zatem rozwazania
musimy zawezaé¢ tylko do tych sytuacji, gdzie zmiana nazwiska na bilecie
jest mozliwa (patrz Dodatek A).
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DEFINICJA 3.3.2. Jedli zmiana nazwiska na bilecie pociaga za soba pewne
koszty operacyjne, to definiujmy Z(t) jako catkowite koszty operacyjne zwia-
zane ze zmiang nazwiska. W ramach obecnie obowiazujacych regulaminéw
linii lotniczych Z(t) sa stale, czyli Z(t) = z.

WNIOSEK 3.3.3. Zysk z operacji zakupienia biletu w czasie t1 i sprzedania
go w czasie ta WYnosi

(3.3) L= S(t2) — S(t1) — 2.

Tak sformutowany model ilustruje wykres 3.4.

cena [zl] 4

t — chwila pierwszej dostgpnej ceny biletu
------- t — czas zakupu biletu
------- t — czas odsprzedania biletu
-——= — czas ostatniej destepnej ceny biletu
-=-T — chwila wylotu
— S(¢) —funkcja ceny biletu w zaleznosci od czasu
----- z — koszty operacyjne zmiany nazwiska na bilecie

Wykres 3.4. Model z kosztami operacyjnymi.

3.4. Odsprzedaz biletu ze znizkg. Opisany powyzej model odsprzedazy
biletu opisuje zysk sprzedajacego, ale nie jest w zaden sposéb korzystny dla
odkupujacego. W tej sekcji postaramy sie uwzglednié i te kwestie.

DEFINICJA 3.4.1. Okre$lamy funkcje R(t) jako réznice pomiedzy mak-
symalng mozliwa cena na rynku wtérnym a cena, za jaka mozna odsprzedaé
bilet tak, by dla potencjalnego odkupujacego bylo to atrakcyjne. Wtedy
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R(t) stanowi znizke okreslona przez odsprzedajacego bilet przy uwzglednie-
niu warunkéw rynkowych w chwili ¢.

WNIOSEK 3.4.2. Cene odsprzedania biletu, czyli cene opcji okreslimy za-
tem jako:

(3.4) C(t) == S(t) — R(t).

UWAGA 3.4.3. R(t) moze przyjmowaé wartosci ujemne.

Powyzsza sytuacja moze mie¢ miejsce np. wéwczas, gdy linia lotnicza
wyprzedala juz bilety, wtedy odsprzedajacy moze zazadaé ceny przekracza-
jacej maksymalng cene biletu u przewoznika. Scenariusz ten jest pokazany
na wykresie 3.5a.

WNIOSEK 3.4.4. Zysk z operacji zakupienia biletu w momencie t1 1 sprze-
dania go w momencie ty wynosi w tym modelu:

(3.5) II=C(t2) = S(t1) — Z(t) = S(t2) — S(t1) — R(t2) — 2,
a zysk nabywcy:
(3.6) Iy = S(t2) — C(t2) = R(t2).
Opisany problem ilustrujg wykresy 3.5 i 3.5a.
3.5. Odsprzedaz biletu przy vwzglednieniuv mozliwosci anulowania biletu.

W tej czeéci wezmiemy pod uwage kolejne uwarunkowania, ktoére daja nam
regulaminy tanich linii lotniczych.

UWAGA 3.5.1. Zwykle, o ile tylko regulamin pozwala na zmiane nazwiska
pasazera, mozliwe jest to nawet do godziny przed odlotem.

UWAGA 3.5.2. W czedci linii mozliwe jest takze oddanie biletu za optata
(zwykle do ok. 24 godzin przed danym lotem).

WNIOSEK 3.5.3. Zysk z operacji zakupienia biletu w chwili t1 i sprzedania
go w chwili t (t; <t < ty) przy vwzglednieniu tych warunkéw mozna opisaé
funkcjg:

(3.5a) II(t) = C(t) — S(t1) — R(t) — z,

jezeli uda sie sprzedac bilet. Natomiast w sytuacji przeciwnej mamy dwie
mozliwosci:

(3.7) I(t) = —-S(t) + D dlate [ty,t],

gdzie D okresla wielkosé zwrotu za oddany bilet przy uwzglednieniu odpo-

wiednich kosztow operacyjnych, a t; jest ostatnig mozliwg chwilg oddania
biletu (patrz wykres 3.6), albo

(3.8) () = —S(t,) dlate [t,T].
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Przy czym warto dodaé, Ze zwykle D < S(t1). Jezeli nastgpi odkupienie
biletu, zysk nabywcy jest taki sam jak w poprzedniej wersji modelu (patrz
wzor 3.6).

cena [zt] ¢ |
t, t, t, t, T czas [h]

t — chwila pierwszej dostgpnej ceny biletu

------- t — czas zakupu biletu

------- t — czas odsprzedania biletu

-———1 — czas ostatniej destepnej ceny biletu

-=-T — chwila wylotu

— S(t) —funkcja ceny biletu w zaleznosci od czasu

----- z — koszty operacyjne zmiany nazwiska na bilecie

------ C(t) - cena odsprzedania biletu (po uwzglednieniu réznicy)
R(1) —roznica

Wykres 3.5. Model z réznica.

Jak widaé¢ obostrzenia regulaminu wymuszaja komplikacje modelu poprzez
wprowadzanie kolejnych parametréw i warunkéw brzegowych. Do tej pory
w naszym opisie uwzgledniliSmy wiekszos¢ praktycznych mozliwosci, ktére
daja regulaminy przewoznikéw. Majac opisany pojedynczy bilet pokazemy,
jak mozna podejéé¢ do zagadnienia budowania portfela zlozonego z instru-
mentéw tego typu.

4. Konstrukcja i parametry portfela opcji. Zanim zaglebimy sie
w zagadnienie budowy portfela warto zada¢ sobie pytanie, czy zagadnienie
to ma jakie$ znaczenie praktyczne.
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cena [zt] 4 P
t, £, L, t, T czas [h]

t — chwila pierwszej dostgpnej ceny biletu

------- t — czas zakupu biletu

------- t, — czas odsprzedania biletu

-——— 1 — czas ostatniej destepnej ceny biletu

- =T — chwila wylotu

—— S(¢) - funkcja ceny biletu w zaleznosci od czasu

----- z — koszty operacyjne zmiany nazwiska na bilecie

------ C(f) - cena odsprzedania biletu (po uwzglednieniu réznicy)
R(t) —roznica

Wykres 3.5a. Model z mozliwoscig narzucenia dowolnie wysokiej réznicy.

Mozna podaé co najmniej dwa przyktady praktycznego wykorzystania
takiego portfela biletéw. Pierwsze to model spekulacyjny: agent biletowy,
ktory bedzie chcial handlowaé¢ nimi na rynku wtérnym, stara sie zmniejszy¢
ryzyko poprzez dywersyfikacje aktywéw, czyli wiadnie budowe odpowied-
niego portfela. Kolejne zastosowanie odnosi sie do duzych firm, w ktorych
czeste podréze pracownikéw sa koniecznoscia. Kwestia optymalizacji wydat-
kéw na bilety lotnicze jest sprawsa niebagatelna, a odpowiednio planowane
zakupy biletéw moga ten problem rozwiaza¢. W pozostaltej czesci artykutu
pokazemy kolejne, coraz bardziej rozbudowane, koncepcje konstrukeji port-
fela opcyjnego i wyprowadzenia jego parametréow wedtug klasycznych spo-
sobéw analizy portfelowej podanych w pracy Markowitza [12].

4.1. Konstrukcja portfela. Jak juz wspomnieliSmy, chcac rozwazy¢ portfel
biletéw, powréémy do pierwszej wersji modelu opcji biletowej (sekcja 3.1.).
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cena [zi] 4 |

~

—— e ——— ey —

I £, t, t ot T czas [h]

t — chwila pierwszej dostepnej ceny biletu

------- t — czas zakupu biletu

------- t — czas odsprzedania biletu

-—- 1, — ostatnia mozliwo$¢ anulowania rezerwacji

-—= — czas ostatniej destepnej ceny biletu

—-=-T — chwila wylotu

— S(¢) —funkcja ceny biletu w zaleznosci od czasu

----- z — koszty operacyjne zmiany nazwiska na bilecie

------ C(t) —cena odsprzedania biletu (po uwzglednieniu réznicy)
R(?) —rbznica

Wykres 3.6. Model z zaznaczong ostatnia mozliwoscia zwrotu biletu.

W najprostszej wersji bedziemy budowaé portfel w nastepujacy sposob:

1) kazdy bilet jest na te sama trase,

2) raz w tygodniu kupujemy bilet na termin na za 3 miesiace (jezeli taki
bilet nie jest dostepny, wybieramy najtanszy z biletéw na sasiednie dni).
Jednak taki portfel nie daje mozliwosci skorzystania z faktu, ze tani prze-

woznicy lataja na wielu trasach, a cze$é¢ z potaczen jest duzo popularniejsza

od pozostatych. Chcac wiec uczynié portfel bardziej zdywersyfikowanym,
przyjmijmy teraz, ze konstruujemy go kupujac bilety na rézne trasy. Natu-
ralnie, aby zrobi¢ to w sposéb jak najbardziej oplacalny, musimy rozwazy¢,
jakie trasy bylyby najbardziej interesujace dla koncowych uzytkownikéw
biletow. Zatem konstrukcje takiego portfela mozemy opisaé¢ nastepujacym
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algorytmem: raz w tygodniu kupujemy po 1 bilecie na termin za 3 miesiace
na kazda z wybranych tras.

Warto zwrécié uwage, ze mozemy jeszcze skorzystacé z faktu, ze na prawie
kazdej popularnej trasie lataja samoloty wiecej niz jednej taniej linii. Zatem,
aby w peli wykorzystaé¢ mozliwos¢ dywersyfikacji portfela, bedziemy kon-
struowaé go nastepujaco: raz w tygodniu kupujemy bilet na termin za 3
miesiace na kazda z okredlonych tras wybierajac tego przewoznika, ktory
w danym momencie oferuje najtanszy bilet.

Pokazalismy tym samym, jak stopniowo komplikujac proces, mozemy
budowaé portfel bardziej uniwersalny (bo zawierajacy bilety na rézne trasy)
i tanszy dla inwestora (kiedy wybieramy najkorzystniejsza cenowo oferte).

4.2. Parametry portfela — zysk i stopa zwrotu. Wzorujac sie na pracy H.
M. Markowitza [12] opiszemy teraz podstawowe metody, ktérymi mozna sie
postuzyé¢ do wyliczenia stopy zwrotu i ryzyka. Te parametry pozwalaja na
takie dobranie liczby instrumentéw sktadajacych sie na portfel, by mozliwie
bylo osiagniecie jak najwiekszego zysku przy jak najmniejszym ryzyku.

Stopa zwrotu z opcji. Jezeli zatozymy, ze w przypadku kazdego z biletow
mamy okreslone prawdopodobiefistwo tego, ze bilet zostanie wykorzystany
(jest to zatem prawdopodobienstwo, ze opcja zostanie odkupiona/wykona-
na), przychéd z pojedynczego biletu mozemy policzy¢ jako warto$é oczeki-
wang. W przypadku biletu, ktéry udato nam sie juz odsprzedaé stopa zwrotu
r bedzie ilorazem zysku z transakcji II (patrz 3.5) i zainwestowanego w to
kapitatu, czyli S(t¢1).

Stopa zwrotu z portfela opcji. Wyliczenie stopy zwrotu z portfela opcji
opiera sie na tej samej podstawowej metodzie — stopa zwrotu jest ilora-
zem zysku z portfela i jego wartoéci poczatkowej. Zakladamy, ze posiadamy
pewna wartosé poczatkows kapitatu V4, ktora planujemy przeznaczy¢ na za-
kup opcji. Pozostaje wiec jeszcze kwestia wyliczenia zysku z portfela, a wla-
Sciwie oczekiwanego zysku. Do ustalonej chwili (w ktérej chcemy zmierzyé
zysk z inwestycji) udalo nam sie sprzedaé¢ pewna ilo$¢ opcji/biletéw z okre-
Slonym juz wczesniej prawdopodobienstwem. Dodatkowo mamy zakupiona
pewna liczbe biletow, ktorych jeszcze nie sprzedalismy, a termin wylotu jest
pézniejszy niz badany czas. Sumujac te dwa elementy i uwzgledniajac po-
czatkows wartos¢, ktéra mieliSmy przeznaczy¢ na inwestycje, bedziemy mo-
gli wyliczy¢ stope zwrotu z portfela.

Ryzyko opcji i catego portfela. Kiedy mamy juz wyliczone stopy zwrotu
z kazdej czesci sktadowej portfela, mozemy obliczy¢ ryzyko portfela korzy-
stajac ze standardowych wzoréw analizy portfelowe;j.

Ryzyko pojedynczej opcji okreslone jest jako odchylenie standardowe o,
ktore wynosi:

(4.1) oii = E[(ri — pi)?],
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gdzie r; jest stopa zwrotu z i-tej opcji w pojedynczym podokresie historycz-
nym, a u; = E(r;) jest oczekiwana stopa zwrotu z i-tej opcj.

Natomiast ryzyko portfela opcji V' jest pierwiastkiem z wariancji port-
fela, zatem V wyrazone jest wzorem:

(4.2) V= En: En:XinJij,

i=1 j=1
gdzie:
(4.3) oij = El(ri — pa)(rj — p5)],
a X jest wektorem wag opisujacych udzial opcji w portfelu (t. ze i X; =
1,X; > 0). =

Majac wyliczone parametry: stope zwrotu i ryzyko portfela mozemy za
pomoca modelu Markowitza [12] wyznaczy¢ optymalny wektor X, dla kt6-
rego oczekiwany zwrot z portfela jest najwiekszy, a ryzyko najmniejsze.

4.3. Optymalizacja warto$ci koricowej ze wzgledu na funkcje uzyteczno-
$ci. Temat optymalizacji portfela mozemy tez analizowaé z innego punktu
widzenia: uwzgledniajac zmiennoéé¢ portfela w czasie. Na podstawie Jaku-
bowskiego [13] i Korna [14] postaramy sie pokaza¢ metode, ktéra mozna
postuzyé sie, by znalezé optymalna koncowa wartos¢ portfela wzgledem uzy-
tecznosci inwestora przy zadanych warunkach.

W tym celu okreslimy warto$¢ rozszerzonego portfela, gdzie obok pewnej
ilosci aktywéw ryzykownych (opcji biletowych), mamy takze jeden z akty-
woéw o indeksie ¢ = 0 — kapital w postaci lokaty bankowej. Zakladamy, ze
taki portfel jest samofinansujacy sie, czyli do portfela nie ma wptat czy
wyplat z zewnatrz — jest zdeterminowany wartoscia poczatkowa i strategia
postepowania z biletami. Waznym zalozeniem jest tez to, ze zdyskontowana
wartos$¢ portfela jest martyngatem.

Z drugiej strony zaktadamy, ze inwestor posiada tzw. funkcje uzytecznosci
U (jest to funkcja niemalejaca, wklesta, rézniczkowalna, ma ciagta pochodna
oraz spelnia tzw. warunki Inady: ili% U'(x) = 400 oraz xlggo U'(z) = 0),
ktora pozwala mu okresla¢, co daje mu wieksza uzytecznosé — czyli co jest
dla niego lepsze.

Pamietajac, ze wartoé¢ poczatkowa portfela jest okredlona jako Vj, z po-
moca tak zdefiniowanego portfela i funkcji uzytecznosci jesteSmy w sta-
nie metodg optymalizacji Lagrange’a wyznaczy¢ kandydata na maksymalna
wartos¢ koncowg portfela opcji.

5. Zakonczenie. W naszym artykule podjeliSmy sie zaprezentowania,
jak przelot tanig linig lotnicza moze by¢ traktowany jako instrument finan-



Zaklad o przelot, czyli matematyka finansowa i bilety tanich linii lotniczych — 111

sowy, czyli przedmiot zaktadu rynkowego. Na poczatku artykutu przedstawi-
liSmy intuicje, jakie stoja za pomystem szukania nowych instrumentéw finan-
sowych oraz przypomnieliémy wybrane pojecia i modele z zakresu inzynierii
finansowej. Nastepnie opisaliSmy, jakie cechy biletu tanich linii pozwalaja
nam potraktowaé go jako opcje oraz jakie zalozenia stoja za konstruowa-
nym przez nas modelem. Kolejno przedstawione wersje modelu matema-
tycznego uwzgledniaja ograniczenia wynikajace z regulaminéw tanich linii,
tak by méglt on jak najlepiej odzwierciedlaé¢ rzeczywiste warunki rynkowe,
opisujac jednoczesnie zyski odprzedajacego i odkupujacego bilet. Warto tu-
taj przypomnieé, ze zaproponowany model bazuje na podejsciu innym niz
te stosowane do tej pory. Z tej tez przyczyny wydaje sie on unikaé czesci
probleméw zwigzanych np. z modelem Blacka-Scholesa.

W ostatnim rozdziale oméwiliSmy metode konstrukeji portfela z takich
opcji oraz znalezienia jego parametréw (stopy zwrotu i ryzyka) oraz zapro-
ponowaliSmy sposéb wyznaczania optymalnej oczekiwanej wartosci konco-
wej portfela przy zadanej wartosci poczatkowej. PokazaliSmy wiec, jak do
preznie rozwijajacej sie teorii instrumentéw pochodnych dotaczyé mozna ko-
lejny oraz w jaki sposéb matematyka finansowa moze odpowiadaé¢ na pytanie
0 jego wartosé i optacalno$é. Wazna kwestia pozostaje, czy zaprezentowany
model da sie zastosowaé w praktyce. Z przeprowadzonych badan wynika, ze
zaréwno wielko$¢ rynku, rowniez wtérnego, jak i jego dynamika wydaja sie
byé¢ po temu wystarczajace. Najlepszym tego dowodem moze by¢ fakt, ze
autorom artykutu ztozono juz oferte przetestowania modelu w celach rynko-
wych. Jak wiec widaé chetnych do zakladu o przelot nie brakuje. Artykut
cheieliby$my podsumowaé cytatem ze Steven’a Rossa [10]: ,Finance has
unsolved problems. Thank God for that!”.

Podziekowania. Pierwsze idee zwigzane z materialem zawartym w tej
pracy powstaly w czasie pobytu jednego z autoréw w Isaac Newton Insti-
tute for Mathematical Sciences i Departament of Applied Mathematics and
Theoretical Physics, University of Cambridge. Pomysty te byly dalej roz-
wijane w ramach projektu AFR (Airlines and Freeriding), w czasie Letniej
Praktyki Badawczej prowadzonej w 2006 roku w Polskiej Akademii Nauk.
Autorzy chcieli podziekowaé¢ wszystkim osobom, ktére uczestniczyly w pro-
jekcie AFR, za interesujace rozmowy i inspiracje.
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Fly me: financial mathematics and low-cost airlines

Abstract. The derivatives are financial instruments whose value changes in response
to the changes in underlying variables. Originally, they were based on commodities and
used to reduce risk from varying prices. This strategy is often called hedging. However as
financial markets have become more complex it is more and more difficult to distinguish
between old fashioned hedging and speculation.

At present the derivatives’ markets are one of the most interesting fields of research in
financial mathematics. They are the point where theory and practice meet, an important
factor in good applied mathematics. As a result a vivid exchange of ideas takes place
between mathematicians and researchers from huge variety of fields like economics, physics
and computer science. In the same time the markets are constantly evolving and new
financial instruments are created every day. Nowadays, derivatives are being constructed
not only for assets such as commodities, equities , bonds, interest rates, exchange rates,
but also various indexes or even weather.

In order to make a transaction a buyer and a seller are needed. In this respect a
financial instrument can be understood as a bet between two parties, each assuming that
the market will move the way that they expect. In old times derivatives were mainly used
to managed risk, for instance by securing fixed price for some asset in the future.

One of the types of derivatives are options that provide the right, but not the obliga-
tion, to engage in a future transaction on some fixed conditions. The transaction as such
does not need to concern assets or securities, for instance the option can be exercise on
certain services.

In the paper we show that low-cost airlines’ tickets can be described as an option
contract. While it is tempting to plug-in our description into known models for option
valuation, we choose more practice oriented approach. We take into account the real life
constrains and airlines’ regulations we present a realistic model for option valuation. In
such a framework we show that, in principle, an arbitrage is possible.

We conclude the paper with remarks on building and optimizing portfolio of such
assets, having in mind speculation/trading as well as corporate hedging.

Key words: financial mathematics, derivatives’ markets, systems’ research, low-cost air-
lines
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Dodatek A — Tanie linie lotnicze. W tym dodatku postaramy sie
opisaé, jak dzialajg tanie linie lotnicze, zwracajac uwage na réznice w sto-
sunku do ich standardowych odpowiednikéw.

Na polskich lotniskach znalez¢é mozna co najmniej siedmiu tanich prze-
woznikow latajacych poza granice kraju. Sa to linie: Centralwings, easyJet,
Germanwings, Norwegian Air, Ryanair, Sky Europe, Wizz Air. Kazda z linii
ma swoj regulamin, polityke cenowa i systemy promocyjne. Istnieja jednak
pewne cechy wspélne, ktére pozwalaja zaliczyé je wszystkie do grupy tanich
linii lotniczych, takie jak:

e ograniczenie ustug na poktadzie samolotu: nie ma darmowych positkéw

i alkoholu,

e brak podzialu samolotu na klasy,

e wybieranie tanszych, mniejszych lotnisk, co pozwala na nizsze koszty
obstugi naziemnej, a zatem nizsze oplaty lotniskowe,

e loty tylko po Europie i bez przesiadek,
e oplaty za przewodz sa podawane zawsze za przelot w jedng strone,
e wyrazne podnoszenie ceny biletéw wraz ze zblizaniem sie terminu odlotu,

e widoczne kampanie reklamowe i promocje (wyrazne podkreslanie niskich
cen biletéw), przy czym liczba bardzo tanich biletéw jest mocno ograni-
czona,

e podawanie cen biletéw bez oplat dodatkowych: lotniskowych, za bagaz,
ubezpieczenia itp.,

e system wypelniania samolotu (przyblizenie):

e 30% miejsc najtanszych,
e 30% miejsc ze $redniej ceny (zaklada sie, ze juz z tymi 60% pasazerdéw
cena lotu powinna sie zwracac),
e 30% miejsc drogich,
e 10% miejsc bardzo drogich, czesto drozszych niz bilety tradycyjnych
przewoznikéw na ten sam dzien.
Aby uzyskaé taki algorytm, ceny sa doktadnie monitorowane i dynamicznie
dopasowywane w zaleznosci od popytu. Takze sama cena biletu jest wtasci-
wie funkcja liczby zajetych miejsc w samolocie, a to ostatnie jest funkcja
czasu. Zatem, poniewaz nie wykorzystujemy dokladnej postaci zaleznosci
liczby wolnych miejsc od czasu, mogliémy bez straty ogdlnoéci pisaé, ze
zwykle cena biletu jest funkcja czasu (patrz uwaga 3.1.2).
Taka polityka prowadzi do sytuacji, kiedy rzeczywiscie ceny w tanich
liniach sa nizsze niz u standardowych przewoznikéw.
Ciekawym przykladem moze byé dokonane przez Rzeczpospolita [15] po-
réwnanie cen zawarte w tabelach A.1.
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Przewoznik Skad Dokad Cena w zt
Ryanair Gdansk Standsted 95,99
Wizz Air Katowice Standsted 173,00
easy Jet Gdansk Gatwick 180,00
Wizz Air Gdansk Luton 206,00
easy Jet Warszawa Luton 273,00
easy Jet Krakéw | Luton/Gatwick 317,00
Ryanair Wroctaw Standsted 317,43

Centralwings Warszawa, Standsted 365,00
Ryanair Krakow Standsted 380,18

British Airways | Krakéw Gatwick 485,46
Wizz Air Warszawa, Luton 590,00
LoT Warszawa Heathrow 615,91
British Airways | Warszawa Heathrow 627,48

Tabela A.1. Poréwnanie cen biletéw na loty do Londynu i z powrotem,
wylot w dniu 23.11.2007, powr6ét w dniu 1.12.2007.

Jak juz pisaliémy, kazdy z tanich przewoznikéw ma wtasny regulamin
opisujacy zasady funkcjonowania linii i (co dla naszego badania jest najwaz-
niejsze) mozliwosci zmian parametréow biletu. W tabeli A.2. przedstawiamy
wyniki przegladu regulaminéw najwiekszych tanich przewoznikéw. Warto
zwrocié uwage, ze zmiana nazwiska pasazera, ktéra w rzeczywistosci umoz-
liwia wykonanie operacji odsprzedania biletu, jest mozliwa we wszystkich
liniach z wyjatkiem Germanwings.

Anulowanie Zmiana rezerwacji | Zmiana pasazera
Centralwings | Brak mozliwosci 25 25
easyJet 22,50 22,50 22,50
Germanwings | Brak mozliwosci 25 Brak mozliwosci
WizzAir Brak mozliwosci 28 30
SkyEurope Cena Dbiletu 26,44 26,44
Ryanair Brak 35 35

Tabela A.2. Zestawienie cen (w Euro) zmian parametréw biletu (na podstawie [16],

[17], [18], [19], [20], [21]).

Dodatek B. W tym miejscu przedstawimy czytelnikowi jak na przy-
ktadowej trasie ksztaltuja sie relacje cen biletéw tanich i zwyktych linii lot-
niczych.

Do przeprowadzenia poréwnania wybraliémy jedna z najbardziej popu-
larnych tras: Warszawa — Londyn. Ceny podane w tabeli B.1 sg cenami
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netto(®) podanymi w zlotéwkach i dotyczac przelotu w jedng strone. Pierwsi
trzej przewoznicy to tanie linie, ostatni (LOT) to zwykla linia lotnicza.

K. Piwarska, K. Kulesza

Przewoznik Czas do wylotu
4 mies. | 3 mies. | 2 mies. |6 tyg. |4 tyg.
Centralwings | 179 269 299 299 349
Wizzair 49 89 129 189 189
easyJet 95 125 165 280 220
LOT 337 517 517 617 617
3 tyg. |2 tyg. |1 tydz.| jutro
Centralwings | 349 549 449 549
Wizzair 229 349 459 589
easyJet 220 280 390 475
LOT 617 900 857 1080

Tabela B.1. Ceny biletéw w PLN w zaleznoéci od czasu pozostatego do wylotu.

Jak widaé¢, podane ceny odpowiadajg schematowi przedstawionemu na
wykresie 3.1. Co ciekawe dotyczy to réowniez cen biletéw LOTu, ktére sa
jednak wyraznie wyzsze niz ceny pozostatych linii.

(wplynelo 15 maja 2008 r.)

(5) Bez podatkéw i dodatkowych oplat, np. lotniskowych.




